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PEWARNAAN HARMONIS PADA GRAF LILI DAN GRAF PERTEMANAN 
Robiandi, Nilamsari Kusumastuti, Fransiskus Fran 
INTISARI 
Pewarnaan titik adalah pemberian warna pada titik-titik graf 𝐺 sedemikian sehingga untuk setiap dua 
titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) yang bertetangga mendapat warna berbeda. Misalkan 𝐺 graf tak berarah 
dengan  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) 𝑑𝑎𝑛 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺). Jika titik 𝑢 diwarnai dengan warna 𝑎 dan titik 𝑣 diwarnai 
dengan warna 𝑏, maka pasangan warna yang terbentuk saat 𝑢 dan 𝑣 bertetangga dinotasikan dengan 
(𝑎, 𝑏). Berdasarkan fakta pada graf tak berarah, sisi (𝑢, 𝑣)  = (𝑣, 𝑢) sehingga untuk setiap warna 𝑎, 𝑏 
pasangan warna (𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑎). Pewarnaan harmonis pada graf sederhana 𝐺 adalah pewarnaan titik 
sedemikian hingga setiap pasang warna muncul maksimum satu kali. Bilangan kromatik harmonis 
pada graf  𝐺 adalah minimum banyaknya warna yang diperlukan untuk mewarnai semua titik 𝐺 
dengan pewarnaan harmonis. Pada penelitian ini dibahas tentang pewarnaan harmonis pada graf lili 
(𝑙𝑛) dan graf pertemanan (𝐹𝑛). Graf lili adalah graf yang dibentuk dari penggabungan graf bintang 
(𝑆1,𝑛) dan graf lintasan (𝑃𝑛). Graf pertemanan dibentuk dari 𝑛 salinan (digandakan sebanyak 𝑛 kali) 
graf sikel (𝐶3). Bilangan kromatik harmonis diperoleh dengan mencari pola pewarnaan harmonis 
pada setiap graf. Dari penelitian diperoleh bilangan kromatik harmonis pada graf lili adalah 2𝑛 +  3 
untuk setiap 𝑛 bilangan asli dengan 𝑛 ≥ 2. Bilangan kromatik harmonis pada graf pertemanan 
adalah 2𝑛 +  1 untuk setiap 𝑛 bilangan asli dengan 𝑛 ≥ 2.  
 
Kata Kunci: pewarnaan titik, pasangan warna, bilangan kromatik harmonis.  
PENDAHULUAN 
Graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) adalah pasangan himpunan 𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝐺), dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan 
tidak kosong dari titik-titik (vertices) dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan sisi (edges) yang menghubungkan 
sepasang titik. Salah satu topik yang dibahas dalam teori graf adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf 
adalah pemberian warna pada elemen graf sedemikian sehingga dua elemen bertetangga mempunyai 
warna berbeda. Pewarnaan graf terdiri dari 3 macam jenis, yaitu pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan 
pewarnaan wilayah. Pada penelitian ini menggunakan konsep dari pewarnaan titik yang menjadi dasar dari 
pewarnaan harmonis [1].   
Pewarnaan titik adalah pemberian warna pada titik-titik graf 𝐺 sedemikian sehingga untuk setiap dua 
titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) yang bertetangga mendapat warna berbeda. Misalkan 𝐺 graf tak berarah dengan 𝑢, 𝑣 ∈
𝑉(𝐺) dan (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺). Jika titik 𝑢 diwarnai dengan warna 𝑎 dan titik 𝑣 diwarnai dengan warna 𝑏, maka 
pasangan warna yang terbentuk saat 𝑢 dan 𝑣 bertetangga dinotasikan dengan (𝑎, 𝑏). Berdasarkan fakta 
pada graf tak berarah, sisi (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢) sehingga untuk setiap warna 𝑎, 𝑏 pasangan warna (𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑎).   
Menurut Kavitha dan Govindarajan [2], konsep pewarnaan harmonis dan bilangan kromatik harmonis 
pada sebuah graf 𝐺 diperkenalkan oleh Harary dan Plantholt pada tahun 1982. Pewarnaan harmonis 
merupakan pengembangan dari pewarnaan titik yang memiliki syarat agar setiap pasang warna muncul  
paling banyak satu kali. Pada penelitian ini, masalah yang dikaji terkait pewarnaan harmonis adalah 
mencari minimum banyaknya warna dalam pewarnaan harmonis. Minimum banyaknya warna ini disebut 
dengan bilangan kromatik harmonis dan dinotasikan dengan 𝜒𝐻(𝐺). Pada tahun 2009, Vernold dan Akbar




[3] berhasil melakukan penelitian mengenai bilangan kromatik harmonis dari graf middle pada central 
graf sikel. graf middle pada central graf bintang, dan graf middle pada central graf lintasan. Selain itu, 
Sholikha dan Rahadjeng [4] melakukan penelitian mengenai bilangan kromatik harmonis pada graf garis, 
graf middle dan graf central dari keluarga graf bintang ganda.  
Pada penelitian ini dibahas bilangan kromatik harmonis pada beberapa graf. Metode yang digunakan 
berupa kajian pustaka khususnya tentang teori yang berhubungan dengan pewarnaan harmonis. Kemudian, 
teori tersebut diterapkan secara khusus pada graf lili 𝑙𝑛 dan graf pertemanan 𝐹𝑛. Graf-graf tersebut 
merupakan graf sederhana, terhubung, dan tak berarah. Dari kedua graf tersebut ditentukanlah pola 
pewarnaan harmonis. Selanjutnya, menentukan rumus bilangan kromatik harmonis pada setiap graf 
sehingga terbentuklah sifat-sifat baru dan dianalisis rumus bilangan kromatik harmonis untuk sembarang 
𝑛 ≥ 2, untuk 𝑛 ∈ ℕ. 
 
PEWARNAAN HARMONIS 
     Salah satu masalah yang dikaji terkait pewarnaan graf adalah menentukan inimum banyaknya warna 
yang digunakan untuk mewarnai suatu graf 𝐺. Berikut ini, dijelaskan tentang definisi pewarnaan titik.  
Definisi 1 [1] Diberikan graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)). 
(i) Pewarnaan titik adalah pemberian warna pada titik-titik di 𝐺 sedemikian sehingga untuk setiap dua 
titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) yang bertetangga mendapat warna berbeda.  
(ii) Bilangan kromatik dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝜒(𝐺) adalah minimum banyaknya warna yang 
digunakan untuk mewarnai setiap titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) .  
Pada Contoh 2 diberikan ilustrasi pewarnaan pada suatu graf 𝐺 sebagai berikut. 
Contoh 2 Diberikan graf 𝐺 dengan: 
𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}      
𝐸(𝐺) = {(𝑣1, 𝑣2), (𝑣1, 𝑣3), (𝑣1, 𝑣4), (𝑣2, 𝑣3), (𝑣2, 𝑣4)(𝑣3, 𝑣4)}. 






Gambar 1 Pewarnaan Titik pada Graf 𝑮 
Graf 𝐺 pada Gambar 1 memiliki |𝑉(𝐺)| = 4 dan |𝐸(𝐺)| = 6.  Berdasarkan Definisi 1, warnai titik 𝑣1 
dengan warna biru dan semua titik yang bertetangga dengan titik 𝑣1 dengan warna yang lain, misalnya 
warna merah, hitam, dan cokelat. Akibatnya diperoleh 𝜒(𝐺) = 3.   
Definisi 3 [3] Diberikan graf sederhana 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)). 
(i) Pewarnaan harmonis pada graf sederhana 𝐺 adalah pewarnaan titik sedemikian hingga setiap 
pasang warna muncul paling banyak satu kali. 





(ii) Bilangan kromatik harmonis pada graf 𝐺 yang dilambangkan dengan 𝜒𝐻(𝐺) adalah minimum 
banyaknya warna yang diperlukan untuk mewarnai semua titik 𝐺 sedemikian hingga setiap pasang 
warna muncul paling banyak satu kali. 
Dari Definisi 3 diberikan contoh pewarnaan harmonis pada suatu graf berikut. 
Contoh 4 Diberikan graf 𝐺 dengan: 
𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} 
𝐸(𝐺) = {(𝑣1, 𝑣2), (𝑣1, 𝑣4), (𝑣1, 𝑣5), (𝑣1, 𝑣6), (𝑣2, 𝑣3)}. 






                                    
               (a)                             (b) 
Gambar 2. (a) Graf 𝑮 dan (b) Pewarnaan Harmonis pada Graf 𝑮 
Graf 𝐺 pada Gambar 2 memiliki |𝑉(𝐺)| = 6 dan |𝐸(𝐺)| = 5 serta berdasarkan Definisi 3 diperoleh 
χ𝐻(𝐺) = 5. Pewarnaan pada graf 𝐺 tersebut, untuk warnanya diberi label 1,2,3,4, dan 5. Berdasarkan 
Definisi 3, setiap pasang warna muncul paling banyak 1 kali. Artinya, banyaknya pasangan warna paling 
tidak muncul sebanyak sisi (pasangan titik). Dengan kata lain, banyaknya pasangan warna dari 𝑘 jenis 
warna dapat dicari menggunakan kombinasi (𝑘
2
). Oleh karena itu, untuk graf 𝐺 dengan 𝑛 titik maka 




) ≥ |𝐸(𝐺)| 
                                                                ⟺    𝑘(𝑘 − 1) ≥ 2|𝐸(𝐺)|.                                                               (1) 
Selain itu, berdasarkan pada Gambar 2 (a), titik 𝑣1 merupakan titik berderajat maksimum pada graf 𝐺. 
Derajat maksimum pada graf 𝐺 dinotasikan dengan ∆(𝐺) dan derajat dari titik 𝑣1 dinotasikan dengan 
𝑑𝑒𝑟(𝑣1). Dari gambar 2 (a) diperoleh 𝑑𝑒𝑟(𝑣1) = 4 = ∆(𝐺). Berdasarkan Definisi 3, warnai titik 𝑣1 
dengan 1 dan semua titik yang bertetangga dengan 𝑣1 dengan warna 2,3,4, … , ∆(𝐺) + 1. Secara umum, 
untuk graf 𝐺 yang dapat diwarnai menggunakan pewarnaan harmonis dengan 𝑘 jenis warna dan berderajat 
maksimum ∆(𝐺) maka berlaku:  
                                                                         𝑘 ≥ ∆(𝐺) + 1.                                                                     (2) 
 
Bilangan Kromatik Harmonis pada Graf Lili 
     Graf lili 𝑙𝑛 ,𝑛 ≥ 2 merupakan graf yang dibentuk dari penggabungan dua buah graf bintang 𝑆1,𝑛 dan 
dua buah graf lintasan 𝑃𝑛 [5]. Graf lili 𝑙𝑛 memiliki |𝑉(𝑙𝑛)| = 4𝑛 − 1 dan |𝐸(𝑙𝑛)| = 4𝑛 − 2 dengan 
∆(𝑙𝑛) = 2𝑛 + 2. Berdasarkan (1) dan (2) maka bilangan kromatik harmonis pada graf lili 𝑙𝑛 adalah 
bilangan 𝑘 terkecil yang memenuhi: 





      𝑘(𝑘 − 1) ≥ 2 (4𝑛 − 2)                                                       (3) 
dan 
      𝑘 ≥ 2𝑛 + 3.                                            (4)   
Teorema 5 Bilangan kromatik harmonis graf lili adalah χ𝐻(𝑙𝑛) = 2𝑛 +  3  untuk 𝑛 ≥ 2.  
Bukti:  
Diberikan graf lili 𝑙𝑛,  𝑛 ≥ 2 dengan himpunan titik dan sisinya yaitu: 
𝑉(𝑙𝑛) = {a, 𝑣𝑖 ,  𝑤𝑖 , 𝑢𝑗 , 𝑡𝑗  | 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1}  









Gambar 3 Graf Lili 𝒍𝒏 
Titik a merupakan titik pusat graf lili 𝑙𝑛. Karena setiap titik a bertetangga dengan semua titik 𝑣𝑖  dan 𝑤𝑖 
serta bertetangga pula dengan 𝑢1 dan 𝑡1 maka 𝑑𝑒𝑟(a) = 2𝑛 + 2. Akibatnya berdasarkan Definisi 3, titik-
titik a, 𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 , 𝑢1 dan 𝑡1 untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 harus mendapat warna yang berbeda. Sehingga ada 2𝑛 + 3 
warna berbeda yang digunakan. Perhatikan bahwa masih ada titik yang belum diwarnai yaitu dari 𝑢2 
sampai 𝑢𝑛−1 ada sebanyak 𝑛 − 2 titik dan titik 𝑡2 sampai 𝑡𝑛−1  juga ada sebanyak 𝑛 − 2 titik, sehingga 
diperlukan (𝑛 − 2) + (𝑛 − 2) = 2𝑛 − 4 pasang warna. Dari 2𝑛 + 3 warna dapat dibentuk (2𝑛+3
2
) =
2𝑛2 + 5𝑛 + 3 pasang warna dan telah digunakan sebanyak 2𝑛 + 2 pasang warna, jadi ada sebanyak 
(2𝑛2 + 5𝑛 + 3) − (2𝑛 + 3) = 2𝑛2 + 3𝑛  pasang warna yang belum digunakan. Oleh karena 2𝑛2 + 3𝑛 ≥
 2𝑛 − 4  dan (𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1), (𝑢𝑗 , 𝑢𝑗+1) sisi di 𝑙𝑛 untuk 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 2 berarti tidak perlu menambahkan 
warna baru untuk mewarnai titik 𝑢2 sampai 𝑢𝑛−1  dan titik 𝑡2 sampai 𝑡𝑛−1  (𝑢𝑗  (𝑡𝑗) dapat diwarnai dengan 
warna yang sama dengan 𝑣2𝑗−3 (𝑤2𝑗−3),  𝑗 = 2,3, … , 𝑛 − 2). Oleh karena χ𝐻(𝑙𝑛) ≤ 2𝑛 + 3, akibatnya 
2𝑛 + 3 merupakan jumlah warna minimum yang digunakan untuk mewarnai titik-titik a, 𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 , 𝑢𝑗  dan 𝑡𝑗 
dengan pewarnaan harmonis. Jadi, diperoleh bilangan kromatik harmonis pada graf lili  χ𝐻(𝑙𝑛) = 2𝑛 +
3.∎ 








Gambar 4 Pewarnaan Harmonis pada Graf 𝒍𝟒





Bilangan Kromatik Harmonis pada Graf Pertemanan 
     Graf pertemanan 𝐹𝑛, 𝑛 ≥ 2 dibentuk dari 𝑛 salinan graf sikel 𝐶3 [6]. Graf pertemanan 𝐹𝑛 memiliki 
|𝑉(𝐹𝑛)| = 2𝑛 + 1 dan |𝐸(𝐹𝑛)| = 3𝑛 dengan ∆(𝐹𝑛) = 2𝑛. Berdasarkan (1) dan (2) maka bilangan 
kromatik harmonis pada graf pertemanan adalah bilangan 𝑘 terkecil yang memenuhi:                                  
                                                                                𝑘(𝑘 − 1) ≥ 2 (2𝑛)                                                             (5) 
dan 
𝑘 ≥ 2𝑛 + 1.                                                                          (6) 
Teorema 7 Bilangan kromatik harmonis graf pertemanan adalah 𝜒𝐻(𝐹𝑛) = 2𝑛 +  1  untuk  𝑛 ≥ 2. 
Bukti :  
Diberikan graf pertemanan 𝐹𝑛, 𝑛 ≥ 2 dengan himpunan titik dan sisinya yaitu: 
𝑉(𝐹𝑛) = {a, 𝑣𝑖  | 𝑖 = 1,2,3, … , 2𝑛}  








Gambar 5 Graf Pertemanan 𝑭𝒏 
Titik a  merupakan titik pusat graf pertemanan 𝐹𝑛. Karena setiap titik a bertetangga dengan semua titik 𝑣𝑖 ,
maka 𝑑𝑒𝑟(a) = 2𝑛.  Akibatnya  berdasarkan  Definisi 3, titik a dan 𝑣𝑖   untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 2𝑛 harus 
mendapat warna yang berbeda sehingga ada 2𝑛 + 1 warna berbeda yang digunakan. Oleh karena itu, 
 2𝑛 + 1 merupakan jumlah warna minimum yang digunakan untuk mewarnai titik-titik a dan masing-
masing 𝑣𝑖  dengan pewarnaan harmonis. Akibatnya, diperoleh bahwa bilangan kromatik harmonis pada 
graf pertemanan  χ𝐻(𝐹𝑛) =  2𝑛 + 1. ■   











Gambar 6 Pewarnaan Harmonis pada Graf 𝑭𝟒 







Berdasarkan pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 
1. Jika 𝐺 graf sederhana dengan 𝑛 titik, maka bilangan kromatik harmonis pada graf 𝐺 adalah bilangan 𝑘 
terkecil yang memenuhi: 
(𝑘
2
) ≥ |𝐸(𝐺)|. 
Untuk graf 𝐺 yang dapat diwarnai dengan pewarnaan harmonis dengan 𝑘 jenis warna dan berderajat 
maksimum ∆(𝐺) berlaku: 
𝑘 ≥ ∆(𝐺) + 1. 
2. Bilangan kromatik harmonis graf lili  χ𝐻(𝑙𝑛) adalah 2𝑛 +  3 untuk  𝑛 ≥ 2. 
3. Bilangan kromatik harmonis graf pertemanan 𝜒𝐻(𝐹𝑛) adalah  2𝑛 +  1 untuk 𝑛 ≥ 2.  
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